Ejercicios 2: Teoria de la Demostracion (1)
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12 de marzo de 2007

1. Ejercicio 2.1

Supongamos el sistema axiomatico “delta” en el que estan definidas las co-
nectivas “+” y “=” y los simbolos A; representan férmulas sintdcticamente
correctas (férmulas bien formadas).

Demostrar que la expresién (A;+As) = (Aa+Aq) es un esquema de férmula
valida en este sistema, si los axiomas del sistema son:

v Ax1: (A + Ag) =2y
w Ax2: (A1 4+ Ag) = Ay
= Ax3: (Al = Az) = ((Al = A3) = (Al = (AZ + AS)))

FA1=A,FA,

y la regla de transformacién es: FA

2. Ejercicio 2.2

Demostrar el siguiente teorema utilizando sélo los axiomas de Kleene y la
regla de Modus Ponens. No estd permitido usar ningtin teorema adicional de-
ducido en clase, ni siquiera el Teorema de la Deduccién.

» F~ (AA ~ A) (Principio de No Contradiccién)

2.1. Solucion:

(1) FAA~A—A Axioma 4
(2) FAAN~A—-~A Axioma 4
3) F(AAN~A—A) — (AN ~ A— ~ A)— ~ Axioma 7
(AN ~ 4))
(4) F (AN~ A— ~ A)— ~ (AN ~ A) M.P. 1,3
(5) b~ (AN ~ A) M.P. 24

3. Ejercicio 2.3

Demostrar que los siguientes son esquemas de férmulas validas en el sistema
de Kleene, pudiendo utilizar para ello sélo los axiomas de Kleene, la regla de
Modus Ponens, el Teorema de Identidad, y el Teorema de la Deduccién. Una vez
demostrado uno de los esquemas, se puede usar en las demostraciones siguientes
si es necesario.



1.FA—(~A—-B) (ECQ.)

2. F (AV B) — (~ A— B) (Interdefinicién V y —)
3. F(AANB)VC — (~B—C)

4. F (Av B)A ~ A — B (Silogismo Disyuntivo)

s FA—(~A— B)

= La deduccién equivalente es: A,~ A= B

A Premisa 1
~ A Premisa 2
FA— (~B—A) Axioma 1
F~A— (~B—~A) Axioma 1

~B—A
- (~ B— A) = ((~ B— ~ A)= ~~ B)

Modus Ponens
Modus Ponens
Axioma 7
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(~B—>~A)— ~~B Modus Ponens 5,7
~~ B Modus Ponens 6,8
) F~~B—B Axioma 8
) B Modus Ponens 9,1

« F(AVB)—(~A— B)

(1) +rA—-(~A—-B)—-(B—(~A—B))— Axioma 6
(AVB)— (~ A— B)))
(2) F(A—-(~A—B)) E.C.Q (recién demostrado)
3 F(B—(~A—B))—((AVB)—(~A—DB)) Modus Ponens 1,2
4 FB—(~A—B) Axioma 1
(5) F(AVvB)—(~A—B) Modus Ponens 3,4
» F(AANB)VC — (~B—C)
» La deduccién equivalente es: (AAB)V C,~ B=C
(1) (AAB)VvC Premisa
(2) ~B Premisa
3 FAAB)VC—(~(AAB)—C(C) Interdefinicién (recién demostrado)
4 ~(AAB)—=C Modus Ponens
(5) F(AAB—B)—((AANB— ~ B)— ~ (AAB)) Axioma
(6) FAAB—DB Axioma
(7) F~B—(AAB— ~ B) Axioma
(8 AANB—~B Modus Ponens
99 (AAB— ~B)— ~(AAB) Modus Ponens
(10) ~(AADB) Modus Ponens
(11) ¢ Modus Ponens

» - (AV B)A ~ A— B (Silogismo Disyuntivo)

» La deduccién equivalente es: (AA B)A ~ A= B

4,10



4.

(AVB)A~ A
F(AvB)A~A— (AV B)
AV B
F(AvB)—(~A—B)
~A—B
F(AVB)IA~A—~A

~ A

B

Ejercicio 2.4

Premisa

Teorema anteri

En un laboratorio quimico se pueden hacer las siguientes reacciones:

s MgO+ Hy — Mg+ HyO
L] C+02—>C02
s COy+ HO — HyCOg

Axioma
M. P.
or (CP)
M.P.
Axioma
M.P.
M.P.

Deducir que si se disponen de algunas cantidades de MgO, Ha, O2yC' se
puede obtener HoC'Os.
Solucién:

= p: MgO

q: Hp

r: Mg

S: HQO

t: C

u: 02

v: COq

s w: HyCO3

Usando reglas (Producto, Simplificacién):

— — — — —

(PAg)—(rAs)
(tAu)—wv

Premisa
Premisa
Premisa
Premisa
Premisa
Premisa
Premisa
Producto
Modus Ponens
Simplificacion
Producto
Modus Ponens
Producto
Modus Ponens
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4,5
8,1

7,6
11,2
12,10
13,3

1,6
5,7



5.

Ejercicio 2.5

Se desea utilizar légica para el disefio de circuitos impresos, para ello se

presentan el siguiente esquema, en el que etiquetaremos una entrada como “p
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y otra como “q”:
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Figura 1: Diagrama del circuito

Determinar con légica de proposiciones cual sera el comportamiento del

circuito en el punto a, b y c.
;,Cual serd su tabla de verdad?

.Se corresponde con el comportamiento del circuito XOR (OR exclusivo)?

Solucion:

. Determinar con légica de proposiciones cual serd el comportamiento del

circuito en el punto a, b y c.

Si llamamos “p” a la entrada superior y “q” a la inferior, la salida en cada
punto queda:

Punto a: ~pAgq
Punto b: pA ~ ¢
Punto c: aVb— (~pAq)V (pA ~Qq)

;, Cual serd su tabla de verdad?

1 2 Resultado
P g ~p ~pAg ~q pAN~gq 1v2
V V F F F F F
Vv F F F 1% 1% 1%
FV V 1% F F 1%
F F V F 1% F F

iSe corresponde con el comportamiento del circuito XOR (OR exclusivo)?
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Si se corresponde.

6. Ejercicio 2.6

Comprobar si la siguiente deduccién es correcta:

(1)
(2)
(3)
(

=)

(g—(pAT)) Premisa 1
(~ 85— ~p) Premisa 2
(pAs)—t) Premisa 3
q—t Conclusion

6.1. Solucidn:

Aplicando el Teorema de la Deduccion a la conclusion, la deduccién anterior
se transforma en la siguiente: Py, Py, P3,q = t.

g— (pAr) Premisa
~S§— ~D Premisa
(pAs)—t Premisa
q Premisa (por el T.D)

pAT Modus Ponens
p Simplificacion
p—s Contraposicién
s Modus Ponens
pPAs Producto
t Modus Ponens

1
2
3

1,4
5
2
6,7
6,8
3,9



