Examen de Légica Computacional
Ingenieria Informatica. Primer curso

Junio 2005

Normas generales del examen

El tiempo para realizar el examen es de 3 horas

No se permite el uso de calculadoras ni teléfonos méviles

Si se sale del aula, no se podré volver a entrar durante el examen
No se puede presentar el examen escrito a lapiz

Se debe entregar cada pregunta/ejercicio en hojas separadas y a ser posible
grapadas

En caso de no responder a una pregunta, se debe entregar una hoja en blanco
con su nombre

Ejercicio 1 (2 puntos)

Dado el sistema axiomatico:

Ax1: A— A

Ax2: ~ A — (B — A)

Ax3: ~nv A — A

Ax4: A — (B — (C — (C AB)))
Ax5: (A -~ A) -~ B

A—B, B

con la regla de inferencia (Modus Snenop): ===

1.

Estudiar su consistencia.

No se puede utilizar teoria semantica, puesto que no se ha asociado ningu-
na definicién semantica al sistema, ni valores seméanticos para las conecti-
vas, y no se ha demostrado la equivalencia entre este sistema y el sistema
semaéntico convencional. Por lo tanto, los enfoques propuestos en el texto,
que se apoyan en teoria semantica, no son aplicables en este caso.

Se estudia la consistencia determinando si es posible deducir una férmula
y la negada, dentro de este sistema (con sus axiomas y su regla).

(1) FA—A Ax 1
(2) FNA—)(A—>A) Ax 2
(3) F~A MS 1,2
4 FA—>~A)—~A Ax 5
(5) FA—>~A MS 34
(6) A MS 3,5

Dado que se puede deducir A, por una parte, y ~ A, por otra, el sistema
no es consistente.



2. Comprobar la validez del axioma 4 en Deduccién Natural

(1) B=B1B Axioma

(2) B,C=B1B Atenuacién 1
3) C=cC Axioma

4) B,C=C Atenuacién 3
(5) B,C=CAB Producto 2,4
(6) A, B,C=CAB Atenuacién 5
(1) AB=C—CAB Teorema Deduccién 6
(8) A=B—(C—CAB) Teorema Deduccién 7
9) =A—(B—(C—-CAB)) Teorema Deduccién 8

La deduccién de la linea 9, que corresponde con el axioma 4, es correcta
en Deduccién Natural.



Ejercicio 2 (2 puntos)

a. Hemos encontrado que una férmula presenta un contraejemplo y un mo-
delo. Comente brevemente la correccién o incorreccion de las siguientes afirma-
ciones con respecto a dicha férmula.

s a.l La férmula es semdnticamente valida.

Es incorrecto. Por haber encontrado un modelo la férmula es satisfacible;
por haber encontrado un contraejemplo la férmula no es semanticamente
valida.

= a.2 Si la féormula proviene de conectar con conjunciones las premisas y la
negacion de la conclusién de una deduccién, entonces dicha deduccién es
incorrecta.

Es correcto. El haber encontrado un modelo indica que la féormula es
satisfacible, y por tanto la deduccién es incorrecta, pues tendremos al
menos un caso en el que las premisas sean V y la conclusion F

= a.3 Si la formula pertenece al calculo de predicados, entonces el haber
encontrado un modelo significa que la féormula es valida en un dominio
concreto, no en todos los dominios.

Es incorrecto. El modelo nos lleva a concluir que, para determinados
valores semanticos de los elementos de un dominio concreto, es decir, para
una interpretacién, el significado de la féormula es V

= a4 Si la férmula pertenece al célculo de predicados, entonces el haber
encontrado un contraejemplo indica que la férmula no es vélida en ningun
dominio.

Es incorrecto. Puede haber dominios en los que sea vélida.

b. Encuentre una férmula del calculo proposicional en la que todas las in-
terpretaciones sean modelos, y una férmula de célculo de predicados en la que
todas las interpretaciones sean contraejemplos.

= Calculo proposicional:
p—(q—p)

= Célculo de predicados:
VeP(x)A ~ JxP(z)



Ejercicio 3 (3 puntos)

Determinar si la siguiente deduccion es correcta mediante el método de De-
duccién Natural.

. any(P(SC, y)\/ ~ Q(Q?, y)—>R(1‘, y))7 Hxvy(ayQ(Qj? y)—>R(.’L’, y))éﬂxﬂyR(:m y)

Si en el arbol de deducciéon pudiéramos hacer generalizacion a partir de las
variables (x = a, y = b), en todas las férmulas, quedaria la deduccién:

P(a,b)V ~ Q(a,b) — R(a,b),Q(a,b) — R(a,b) = R(a,b)

Esta deduccién seria correcta, para lo cual basta ver que debe darse Q(a,b) o
~ Q(a,b) (es decir, la deduccién =Q(a,b)V ~ Q(a, b) es correcta). En cada caso,
se cumple uno de los antecedentes, por lo que se puede deducir el consecuente
R(a,b).

Para hacer la sustitucion aplicando correctamente las reglas, hay que comen-
zar por los cuantificadores existenciales de las premisas, y dejar para el final los
universales de las premisas y los existenciales de la conclusién.

Cabe la duda de cémo tratar el cuantificador existencial que afecta sélo a
Q(z,y) en la segunda premisa. Pero, sabemos que:

FyQ(x,y) — R(x,y) = Yy(Q(z,y) — R(z,y))

, por lo que dicho cuantificador puede ser generalizacion de un valor cualquiera
de y (es decir, no dard problemas). Se puede usar esta expresién con corte, para
reemplazar el cuantificador, o usar interdefinicién si nos es mas facil de recordar:

JyQ(z,y) — R(z,y)= ~ yQ(z,y) vV R(x,y)

Un posible arbol de deduccién (en el que se usa esta dltima expresion) es el
que se muestra en la Figura 1. Las hojas del arbol son, o bien deducciones que
se corresponden con el Axioma de Deduccién Natural, o bien deducciones que
sabemos que son correctas.

La deduccién inicial, por lo tanto, es correcta.



Vady(P(z,y)V ~ Q(z,y) — R(z,y)), JVy(FyQ(z,y) — R(z,y)) = FzIyR(z, y)
G.E. Ant. en P> (z = a) (“a” no esta libre ni en P; ni en Q)
Vady(P(z,y)V ~ Q(z,y) — R(z,y)), Vy(FyQ(a,y) — R(a,y)) = JzTyR(z,y)
G.U. Ant. en P, (z = a)

Fy(Pa,y)V ~ Q(a,y) = R(a,y)), Vy(yQ(a, y) — R(a,y)) = FzTyR(z,y)
G.E. Ant. en P; (y =b) (“b” no estd libre ni en P ni en Q)
P(a,b)V ~ Q(a,b) — R(a,b),Vy(IyQ(a,y) — R(a,y)) = I3y R(z,y)
G.U. Ant. en P, (y =)

P(a,b)V ~ Q(a,b) — R(a,b), yQ(a,y) — R(a,b) = JzIyR(z,y)

G.E. Cons. (x2) en Q (z =a,y =)

P(a,b)v ~ Q(a,b) — R(a,b), yQ(a,y) — R(a,b) = R(a,b)

Corte (Sobre ~ JyQ(a,y) V R(a,b))

FyQ(a,y) — R(a,b)= ~ IyQ(a,y) V R(a,b) P(a,b)V ~ Q(a,b) — R(a,b),~ FyQ(a,y) V R(a,b) = R(a,b)
(Interdefinicién) Casos
P(a,b)V ~ Q(a,b) — R(a,b),~ JyQ(a,y) = R(a,b) P(a,b)V ~ Q(a,b) — R(a,b), R(a,b) = R(a,b)
Corte (Sobre Vy ~ Q(a,y)) Atenuacién
R(a,b) = R(a,b)
~ 3yQ(a, ) = Yy ~ Q(a,y) P(a,b)V ~ Q(a,b) — R(a,b),Vy ~ Q(a,y) = R(a,b)  (Axioma)
(Negacién de Cuantificadores) G.U. Ant. en P; (y =)
P(a,b)V ~ Q(a,b) — R(a,b),~ Q(a,b) = R(a,b)
Implicacion
~ Q(a,b) = P(a,b)V ~ Q(a,b) R(a,b) = R(a,b)
Adicién (Axioma)
~ Q(a,b)= ~ Q(a,b)
(Axioma)

Figura 1: Arbol de Deduccién



Ejercicio 4 (3 puntos)

Formalizar la siguiente deduccién y determinar si es correcta mediante el
método de Resolucién Lineal.

”Dado cualquier votante, si éste no es espanol y es europeo entonces algunos
votantes no simpatizaran con él. Por lo tanto, para cualquier votante se pue-
de afirmar que, si todos son simpatizantes suyos y ninguno de los votantes es
espariol, entonces dicho votante (el primero) tampoco serd europeo.”

Instrucciones:

1. Dejar claros todos los pasos
2. Escribir las cldusulas que quedan como premisas

3. En cada paso de resolucion describir explicitamente todos los cambios de
variables que hay que hacer para aplicar la regla de resolucién y llegar a
A

Solucion:

Formalizacién:

= Dominio: votantes También es valido un dominio de personas con un pre-
dicado que especifique (correctamente) que las personas que intervienen
son personas y votantes (Vot(x)), aunque no hace falta.

= Es(x): x es Espariol

» Eu(x): x es Europeo

» S(x,y): X simpatiza con y

”Dado cualquier votante, si éste no es espanol y es europeo entonces algunos
votantes no simpatizaran con él.”

Premisa 1: Va((~ Es(z) A Bu(z)) — Jy(~ S(y,x))

”..para cualquier votante se puede afirmar que, si todos son simpatizantes
suyos y ninguno de los votantes es espaifiol, entonces dicho votante (el primero)
tampoco sera europeo.”

Q= Va((VyS(y, x)A ~ Iy Es(y))— ~ Eu(x))

En primer lugar se operan la premisa y la conclusion para adaptarlas a la
Forma Normal Prenex.

Premisa 1:



Va((~ Es(x) A Bu(z)) — 3y(~ S(y,z)) «— Extraer Cuant.Existencial
VaIy((~ Es(xz) A Bu(z))— ~ S(y,x)) < Interdef. de conectivas
Vady(~ (~ Es(z) A Bu(z))V ~ S(y,z)) < De Morgan

VaIy(Es(z)V ~ Eu(z)V ~ S(y, z))

Conclusion negada:

~ VY ((VyS(y,x)A ~ JyEs(y))— ~ Eu(x)) «—— Neg. Cuantificadores
Jz ~ (VyS(y, )\ ~ JyEs(y))— ~ Eu(x)) «— Interdef. Conectivas
Az ~~ (YyS(y, z)A ~ JyEs(y))A ~~ Eu(z)) < Doble negacién(2)
Jx((VyS(y, z)A ~ JyEs(y)) A Eu(z)) «— Neg. Cuantif.
Jx((VyS(y,z) ANVy ~ Es(y)) AN Eu(z)) «— Sacar Cuantificador
FaxVy(S(y, )N ~ Es(y) A Eu(z))

Se comprueba si es satisfacible la férmula P1 A ~ @:

Vady(Es(z)V ~ EBu(z)V ~ S(y,z)) A JzVy(S(y, x)A ~ Es(y) A Eu(zx))
Jx(VzIy(Es(x)V ~ Bu(x )\/ Sy, x))AVy(S(y, )N ~ Es(y) AEu(x)
FaeVu(Ty(Es(u)V ~ Bu(u)V ~ S(y, u))AVy(S(y, 2)A ~ Es(y)AEu(x)
JxVuIy((Es(u)V ~ Eu(u)\/ Sy, w))AVy(S(y, x)A ~ Es(y)
FeVuIyVw((Es(u)V ~ Eu(u)V ~ S(y7 u)A(S(w, 2)A ~ Es(w)AEu(z

Se eliminan existenciales:
YudyVw((Es(u)V ~ Eu(u)V ~ S(y,u)) A (S(w,a)A ~ Es(w) A Eu(a)))
VuVw((Es(u)V ~ Eu(u)V ~ ( (w),u)) A S(w,a)\ ~ Es(w) A Eu(a))

Ya estd en Forma Normal de Skolem, las cldusulas quedan de la siguiente
forma:s:

1. Bs(u)V ~ Bu(u)V ~ S(f(u),w)
2. S(w,a)

3. ~ Es(w)

4. Bu(a)

Se resuelve de la siguiente forma:

5. Es(a)V ~ Eu(a); Resolucién 1y 2: w/f(a), u/a
6. ~ Eu(a); Resolucién 3 y 5 w/a,
7. A; Resolucién 4 y 6 w/a

Se alcanza la formula vacia, por lo tanto P1 A ~ @ es insatisfacible, lo que
permite afirmar que la deduccién es correcta.



